
 
2022ko maiatzak 19an Kalkulua 

 

OHIKO DEIALDIKO AZTERKETA (1. eta 2. partzialak) 
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Iraupena: 2 ordu 

OHARRA: Azterketako emaitza guztiak behar den bezala arrazoitu behar dira. 
 

 
IZEN ABIZENAK: 
 
TALDEA: 
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2.- Aztertu 
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3.- Kalkulatu  
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Eta, emaitza hori deribatuz: 
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Oharra: Berretura-serie hau ezin da konbergentea izan 5x    puntuetan. Izan ere, bere 
konbergentzi-arlo  5,5  tartea balitz, integragarria litzateke tarte horretan, baina bere 

integrala serie geometrikoa zen, eta, tarte irekian, bakarrik, konbergentea izan daiteke. 

 
  



4.- Hurrengo funtzioaren definizio-eremua analitiko eta grafikoki lortu: 
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5.- Izan bedi 
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6.-  2 2

( , , ) 10 y xT x y z x e z e       funtzioak biltegi zilindriko baten tenperatura 

adierazten du. Espazioko (0,0,1) puntuan kokatzen bagara: 

a) Kalkulatu tenperaturaren aldakuntzaren abiadura (2,3,1) puntura zuzen 

abiatzen bagara. 

b) Zein norabidetan zehar mugitu beharko genuke tenperatura ahalik eta 

azkarren jaisteko? 

 (2 puntu) 
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b) Tenperatura ahalik eta arinen jaisteko, gradientearen kontrako noranzkoan mugitu 
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7.-   2,f x y x y x xy     funtzioaren mutur absolutuak kalkulatu 

 2 2( , ) / 1 3M x y x y      multzoan.  (2 puntu) 

f funtzio jarraitua da 2  osoan, eta, M multzo itxi eta mugatua da beraz, Weirtrass-en 
teoremak multzo horretan f-ren maximo eta minimo absolutuak daudela zirtatzen du. 
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8.- Diferentziala erabiliz,  , x yf x y e   funtzioaren balio hurbildua kalkulatu 
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2022ko maiatzak 19an Kalkulua 

 

OHIKO DEIALDIKO AZTERKETA (3. partziala) 

Ariketa 1 Ariketa 2 Ariketa 3 Ariketa 4 Guztira 
 
 

 

    

 
Iraupena: Ordu bat eta erdi 

OHARRA: Azterketako emaitza guztiak behar den bezala arrazoitu behar dira. 
 

 
IZEN-ABIZENAK: 
 
TALDEA: 
 

 

1.- Izan bedi  2, 3A  eta  1,2B  puntuen artean definitutako 2 2( 1) 4C x y     

kurbaren zatia. 
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2.-  Irudian erakusten den bolumena 
hurrengoa izanda: 
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a) Kalkulatu 
V

z dxdydz . 
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2

0
2cos sin

01 sin sin sin
2

cos

0 1

x

y J V

z

 
  

    
 



  
 

        
  

  

 

Orduan, 
10 1 2 42 2

3

0 0 0 0
2

sin
sin cos

2 2 4 16V

z dxdydz d d d

 



        


         

Zilindrikoetan egingo bagenu: 

2

0cos 2
1 sin 0 1

0 1

x

y J V

z z z

  
   



  
        

    


 

Orduan, 

 
2 110 1 1 2 4

2

0 0 0 0
2

1 1
1

4 4 2 4 4 2 4 16V

z dxdydz z dz d d d




          




             
  

      

b)  2 gainazaletik irteten den -ren fluxua ( 1)
S S

S F FdS xz dydz y z dzdx z dxdy     
 

 

Kasu honetan, 
2 2

2 2 ( 1) 1
1 ( 1) ( , )

0 1
xy

x y
S z x y x y R

x y

   
        

 
 

Orduan,  
xyS R

FdS F N dxdy   
  

 

N


 
  



Eta,  
2 2 2 2

1
, ,1 , ,1

1 ( 1) 1 ( 1)
x y

x y
N z z

x y x y

       
       


, 

2

   

 2 2 2 2( 1) 1 ( 1) 1
4

xy

xy

S R

F N x y x y FdS dxdy Azalera R


             
  

 

Beste modu batera: 

S gainazalarekin batera 0, 1 eta 0x y z    planoak hartuko bagenitu, S  gainazal itxia 
osatuko genuke, V solidoaren muga, hain zuzen ere. Honela: 

1 2 3

 gainazaletik irteten den -ren fluxua
S S S S S

S F FdS FdS FdS FdS FdS


         
         

 

non 1 2 30, 1 eta 0S x S y S z       

Eta, S  gainazal itxia denez, Gauss-en teorema erabil daiteke: 

  gainazaletik irteten den -ren fluxua
S V

S F FdS div F dxdydz


   
  

 

Eta,  
)  ateleko emaitza

2 4 4 4
16 4

a

S V

div F z z z z FdS z dxdydz
 



         
 

 

Orain, 1 2 30, 1 eta 0S x S y S z       zatietatik irteten diren fluxuak kalkulatu behar 

ditugu (gogoratu:  2( 1)
S S

FdS xz dydz y z dzdx z dxdy    


): 

1

1 0 0 0
S

S x dx FdS     


 

2

2 1 0 0
S

S y dy FdS     


 

3

1 0 0 0
S

S z dz FdS     


 

Beraz, 
1 2 3

 gainazaletik irteten den -ren fluxua
4S S S S S

S F FdS FdS FdS FdS FdS




         
         

 

  



3.- Kalkulatu 2 2 2x y a   gainzalaren barrualdean dagoen x y z a    
gainazalaren azalera. 

(Puntu 1) 

 gainazaleren azalera
S

S dS   

 
Kasu honetan,  
 

2 2 2( , ) xyS z a x y x y R x y a        
 
Orduan, 

xyS R

dS N dxdy 


 

 
Eta, 

   , ,1 1,1,1 3x yN z z N      
 

 

 
 

Beraz,   23 3 3
xy

xy

S R

dS dxdy Azalera R a      

 
  



4.- Izan bitez         2 2, , sin ,  3 cos ,  sinz zF x y z x y e y x e z x     


 funtzio 

bektoriala eta 
 

2 2

2 2

2

2 1

z x y
V

z x y

    
  

 solidoa. Kalkulatu: 

a) V solidoaren bolumena. 

b) V solidoaren muga den S gainazaletik irteten den F


-ren fluxua. 

c) F


-ren zirkulazioa V-ren muga osatzen duten bi gainazalen arteko C ebakidura-

kurban zehar. 

 (2.5 puntu) 
a) V solidoaren bolumena

V

dxdydz   

Solidoa mugatzen duten bi gainazalen arteko 
ebakidura-kurba kalkulatuz: 
 

 

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 (2 )

1
2 1

2

z x y x y z

z
z x y x y

       
 

     


 

 
2 21

4 4 2 9 7 0
2

z
z z z z


         

 

 

 
 
 

2 27
2 (ez du balio) 19 81 56 9 5

2
4 4 11

x x
z C

z

            


 

Zilindrikoetan: 
2

2

cos 0 2
2

sin 0 1
2 1

2 1 2

x
z

y J V
z

z z z

   


   


 

  
          
       

 

Beraz,  

   
2

2 1 2 1 1
2 2 3

0 0 0 02 1

2 2 2 1 2 3 2
V

dxdydz dz d d d d
 



            




               

3 1 1 4
2

2 3 2 3

      
 

 

b)  gainazaletik irteten den -ren fluxua
S

S F FdS 
 

 

S, V solidoaren muga izanik, gainazal itxia delarik. F


 eta bere lehenengo deribatu 
partzialak jarraituak dira, beraz Gauss-en teorema erabil daiteke: 



  (2 2 1)
S V V

FdS div F dxdydz x y dxdydz     
 

 

x eta y funtzio bakoitiak dira, eta V solidoa 0x   eta 0y   planoekiko simetrikoa da, 

beraz, 0
V

xdxdydz   eta 0
V

ydxdydz  , orduan: 

  4
-ren bolumena

3S V V

FdS div F dxdydz dxdydz V


     
 

 

c) F


-ren zirkulazioa 
2 2 1

1

x x
C

z

  
 


 kurban zehar: 

         2 2sin  3 cos  sinz z

C C

Fdr x y e dx y x e dy z x dz        
   

Nahiko integral konplikatua denez, beste modu batean egiten saiatuko gara.  

C kurba itxia denez, eta, F


 eta bere lehenengo deribatu partzialak jarraituak direnez, 
Stokes-en teorema erabil daiteke: 

 
C S

Fdr rot F dS 
  

 

non 2 21 ( , ) 1xyS z x y R x x        

Orduan,     
xyC S R

Fdr rot F dS rot F N dxdy     
    

 

           sin , cos cos ,3 1 sin , cos cos , 2z z z z z z z zrot F e e e e x e e e e x        
 

 

Eta,    , ,1 0,0,1x yN z z    


, 
2

   

     2 2 2 2
xy

xy

C S R

rot F N Fdr rot F dS dxdy Azalera R          
     

 

 

 


